Topicos Avanzados de bgica — 11-2006 — Parcial 2
Teofa de Modelos de Clases Elementales Abstractas

Para entregar el rarcoles 1 de noviembre, a las 2, en clase.

Hay tres maneras de hacer este parcial: (1) hacer todos los probenziatudn
blanco y uno de cinturones kyu - (2) hacer solo un problemairttaron blanco
y tres cinturones kyu o (3) hacer solo un problema de ddmtdyu y el cintubn
negro. Cualquiera esbien.

1.

Cinturon blanco

. Sea(K, <x) una clase elemental abstracta, y suponga)queLS(K). De-

muestre que sk es A\-cate@rica y existenM <y, N ambos de tanfeo A
tales queM # N, entoncesC tiene modelos de tarfia \*.

. Sea(ll, <x) una cea, y\ > LS(K). Suponga queC es cate@rica en\

y en A*. Demuestre que $C tiene modelos de tarfia A™* entonces para
toda cadena-creciente y continu@)\/;); .+ de modelos ell’) existe una
cadena=c-creciente y continugM}!);.\+ C K+ tal queM; <x M}, y
M; # M} paratoda < A*.

. SeakCt! |a clase de los grupos localmente finitos (es decir, grupes taie

todo subconjunto finito genera un subgrupo finito). Demeestr

= K no es axiomatizable en primer orden.
» KLF es una cea cohS(KM) = Ry,

. SeaAC'F, , la clase de los cuerpos de caraigticap y grado de trascen-

dencia infinito. Demuestre

» ACF, - no es axiomatizable en primer orden.
» ACF, . es una cea cohS(KH") = R, totalmente catewica.

. Seax > LS(K), parakC una cea con AP. Demuestre gge — S(M)| < 2~

paratodaoV € K,.



2. Kyu (cinturones amarillo, naranja, verde, azul y
marr on)

1. Demuestre cuidadosamente que dada unakcea) con AP, galois-estable
enaldin A > LS(K), para todo modeld/ enk, y para todo tipo de Galois
p € ga— S(M) existe un modeld//, de tam&o < ) tal quep no rompe
sobreM,.

2. Defina una sentencia, € L., ., para cada ordinak < w; en el lenguaje
{cs]0 < a} U {€} tal que, tenga un modelo de cardina), pero no tiene
modelos mas grandes.

3. Demuestre queC®, <,...), la clase de grupos abelianos con exten$pu-
ra” (G <,uro H ssidada: € Gy dadon € w, siempre que existac H tal
quenb = a existe taml@nt’ € G tal quend’ = a) satisface el axioma “de
Tarski-Vaught”. Demuestre que satisface JEP.

4. Encuentre un ejemplo en una ¢&a <) conK = Mod(v) paraalguna €
L,, . donde tipos de Galoigo sean equivalentes &,, .-tipos sinficticos.
Ayuda: considere elementos noasdar en extensiones de los reales.

5. Demuestre que la clagg,,;» de grafos bipartitos “aleatorios” vista en clase
siempre e®-cate@rica (Ayuda: arme un sistema de back and fortlaego
al de la prueba d&,-categoricidad del grafo aleatorio en primer orden)

!Recuerde quas est enkC;,q 2 Si

» M = (PM,QM,EM) conPy Q disyuntos yE C P x @ (no escribo los superdices de
las interpretaciones).

= Q] = [M].
= P escontable.
= Lafamilia A, parab € @ es estoasticamente independienté,(= {a € P|aEb}).

» DadosA, B subconjuntos finitos disyuntos @& el conjuntal’ 4 g = {c € Q|Va € A(aEc)A
Vb € B-(bEc)} (los “testigos de la propiedad de independencia”) tienefimnigual al de
M.
Recuerde qué/ <, N exige queP" = P, queQ™ > QM, EN 5> EM y que|T 5 \
P%B| > No.



3. Dan (cinturdon negro)

Aqui hay mas materatica. Si entrega este problema, no debe entregatining
problema de cintum blanco, y uno solo de los de cinturones kyu.

Demuestre que, aunqué <, <..,) N0 es una cea(pues falla la parte del
“supremo” del axioma de uniones), como clase de modelog i@ siguientes
propiedades:

1. Tiene AP.

2. Es dcil.

3. No es categrica.

4. Tiene umero de LS igual &,.

5. Es galois-estable en todo cardinal.

Demuestre tamkn que las cosas empeoran si cambiamgg, por <,...: la clase
no queda cerrada bajo uniones. Ayuda: explique los siggsqUdSsO0S.

1. SeaH <puro 1}, Z/p"Z con|H| = X;. Tome una<-resolucon (H,)a<q,
de H tal que todos log7, son contables Verifique queH,, tiene sucesin
de Ulm de la formal, 1,1, --- y esO dew en adelante. (Use qué no tiene
elementos de altura transfinita.)

2. Por unicidad de los invariantes de Ulm para grugmgables reducidos con
torsion, todoH,, es isomorfo &b, _ , Z/p"Z. Concluya quei, € K-

3. H tiene las mismas invariantes de Ulm o@,_ , Z/p"Z.

4. H es una suma directa contable. ContradincpuegH| = N;.

2Recuerde quieye consta de todos los modelos que son (isomorfos a) sumasagigeEgrupos
ciclicos, es decir, 108/ tal queM ~ @,y Dycs, (Z/P"Z) 7+ y G <sum H significa queG es
sumando directo d&.

SAqui los H,, son submodelos elementales usuales.



