
Tópicos Avanzados de Ĺogica – II-2006 – Parcial 2
Teoŕıa de Modelos de Clases Elementales Abstractas

Para entregar el miércoles 1 de noviembre, a las 2, en clase.

Hay tres maneras de hacer este parcial: (1) hacer todos los problemasde cintuŕon
blanco y uno de cinturones kyu - (2) hacer solo un problema de cinturón blanco
y tres cinturones kyu o (3) hacer solo un problema de cinturón kyu y el cintuŕon
negro. Cualquiera está bien.

1. Cintur ón blanco

1. Sea〈K,≺K〉 una clase elemental abstracta, y suponga queλ ≥ LS(K). De-
muestre que siK esλ-cateǵorica y existenM ≺K N ambos de tamãno λ
tales queM 6= N , entoncesK tiene modelos de tamañoλ+.

2. Sea〈K,≺K〉 una cea, yλ ≥ LS(K). Suponga queK es cateǵorica enλ
y en λ+. Demuestre que siK tiene modelos de tamaño λ++ entonces para
toda cadena�K-creciente y continua(Mi)i<λ+ de modelos enKλ existe una
cadena�K-creciente y continua(M1

i )i<λ+ ⊂ Kλ+ tal queMi ≺K M1
i , y

Mi 6= M1
i para todoi < λ+.

3. SeaKLF la clase de los grupos localmente finitos (es decir, grupos tales que
todo subconjunto finito genera un subgrupo finito). Demuestre

KLF no es axiomatizable en primer orden.

KLF es una cea conLS(KLF ) = ℵ0.

4. SeaACFp,∞ la clase de los cuerpos de caracterı́sticap y grado de trascen-
dencia infinito. Demuestre

ACFp,∞ no es axiomatizable en primer orden.

ACFp,∞ es una cea conLS(KLF ) = ℵ0, totalmente cateǵorica.

5. Seaκ ≥ LS(K), paraK una cea con AP. Demuestre que|ga − S(M)| ≤ 2κ

para todoM ∈ Kκ.



2. Kyu (cinturones amarillo, naranja, verde, azul y
marr ón)

1. Demuestre cuidadosamente que dada una cea〈K,≺K〉 con AP, galois-estable
en alǵunλ ≥ LS(K), para todo modeloM enK≥λ y para todo tipo de Galois
p ∈ ga − S(M) existe un modeloM0 de tamãno ≤ λ tal quep no rompe
sobreM0.

2. Defina una sentenciaψα ∈ Lω1,ω para cada ordinalα < ω1 en el lenguaje
{cβ|β < α} ∪ {∈} tal queψα tenga un modelo de cardinaliα pero no tiene
modelos ḿas grandes.

3. Demuestre que〈Kab,≺puro〉, la clase de grupos abelianos con extensión “pu-
ra” (G ≺puro H ssi dadoa ∈ G y dadon ∈ ω, siempre que existab ∈ H tal
quenb = a existe tambíen b′ ∈ G tal quenb′ = a) satisface el axioma “de
Tarski-Vaught”. Demuestre que satisface JEP.

4. Encuentre un ejemplo en una cea〈K,≺K〉 conK = Mod(ψ) para algunaψ ∈
Lω1,ω donde tipos de Galoisno sean equivalentes aLω1,ω-tipos sint́acticos.
Ayuda: considere elementos no estándar en extensiones de los reales.

5. Demuestre que la claseKind,2 de grafos bipartitos “aleatorios” vista en clase
siempre esℵ0-cateǵorica (Ayuda: arme un sistema de back and forth, análogo
al de la prueba deℵ0-categoricidad del grafo aleatorio en primer orden)1.

1Recuerde queM est́a enKind,2 si

M = (PM , QM , EM ) conP y Q disyuntos yE ⊂ P × Q (no escribo los superı́ndices de
las interpretaciones).

|Q| = |M |.

P es contable.

La familiaAb parab ∈ Q es estoćasticamente independiente (Ab = {a ∈ P |aEb}).

DadosA,B subconjuntos finitos disyuntos deP , el conjuntoΓA,B = {c ∈ Q|∀a ∈ A(aEc)∧
∀b ∈ B¬(bEc)} (los “testigos de la propiedad de independencia”) tiene tamaño igual al de
M .

Recuerde queM ≺ind,2 N exige quePN = PM , queQN ⊃ QM , EN ⊃ EM y que |ΓN
A,B \

ΓM
A,B | ≥ ℵ0.



3. Dan (cinturón negro)

Aqúı hay ḿas mateḿatica. Si entrega este problema, no debe entregar ningún
problema de cintuŕon blanco, y uno solo de los de cinturones kyu.

Demuestre que, aunque〈Kcyc,≺sum〉 no es una cea2 (pues falla la parte del
“supremo” del axioma de uniones), como clase de modelos tiene las siguientes
propiedades:

1. Tiene AP.

2. Es d́ocil.

3. No es cateǵorica.

4. Tiene ńumero de LS igual aℵ0.

5. Es galois-estable en todo cardinal.

Demuestre también que las cosas empeoran si cambiamos≺sum por≺puro: la clase
no queda cerrada bajo uniones. Ayuda: explique los siguientes pasos.

1. SeaH ≺puro

∏
k<ω Z/pkZ con |H| = ℵ1. Tome una≺-resolucíon (Hα)α<ω1

deH tal que todos losHα son contables3. Verifique queHα tiene sucesión
de Ulm de la forma1, 1, 1, · · · y es0 deω en adelante. (Use queH no tiene
elementos de altura transfinita.)

2. Por unicidad de los invariantes de Ulm para gruposcontables reducidos con
torsión, todoHα es isomorfo a

⊕
k<ω Z/pkZ. Concluya queHα ∈ Kcyc.

3. H tiene las mismas invariantes de Ulm que
⊕

k<ω Z/pkZ.

4. H es una suma directa contable. Contradicción, pues|H| = ℵ1.

2Recuerde queKcyc consta de todos los modelos que son (isomorfos a) sumas directas de grupos
ćıclicos, es decir, losM tal queM ≈

⊕
p∈Π

⊕
k∈Σp

(Z/pkZ)λp,k y G ≺sum H significa queG es
sumando directo deH.

3Aqúı losHα son submodelos elementales usuales.


